Eesti koolinoorte LVIII tappisteaduste oliimpiaad
MATEMAATIKA KOOLIVOOR
Tallinnas, 24. novembril 2010.a.

X1 Kklass
LAHENDUSED JA HINDAMINE
1. Vastus: (-2; 2)
Lahendus. Teisendame ringjoone vorrandi kanoonilisele kujule.
X>+y?—4x+2y—-20=0 = ——
2_y 2 9y =20 Ringjoone kanooniline vorrand
X2— X+Yy +2y— (x—ky )P +(y—kp ¥ =12,
X —4X+4+y +2y+1=20+4+1 kus K(k;;k, ) on ringi keskpunkt
(X _ 2)2 n (y _|_1)2 — 52 ning r raadius.

Niisiis on ringjoone keskpunkt K(2;—1) ja raadius r =5.
Téahistame puutepunkti koor-
dinaadid P(m;n) ja puutuja
16ikepunkti L(-3,5;0).

Sellistel eeldusel on raadiuse

tous ning puutuja tous
n
m+35.
Sirge tous k = Yo=Y ,
X2 =%

kus (x;; ;) ja (x> ) on sirge punktid

Et puutuja ja puutepunktist
tommatud raadius on risti,
siis

1
Sirgete ristseisu tunnus k; = ——,
n-1_ m+35 - bk

m-2 n '
millest pérast lihtsustamist
m? +n?+15m+n—-7=0.
Lisaks eelmisele vorrandile teame, et puutepunkt asub ringjoonel. Seega

rahuldavad puutepunkti P koordinaadid ka ringjoone vorrandit. Saame
siisteemi, mille lahendamiseks lahutame esimesest vorrandist teise

m?+n?—4m+2n-20=0
m?+n®+15m+n-7=0

-55m+n-13=0
n=55m+13
ning saadud tulemuse asendame teise vOrrandisse.
m? +(5,5m+13)* +1,5m+55m+13—-7=0
Lihtsustades
m®+48m+56=0 = m=-2 = n=2 (teine lahendipaar annab
langeva puutuja)
Puutepunkti koordinaadid on P(-2;2).
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2. Vastus: a € {-69; -32; -27; -12; 13; 28; 65}

Lahendus. Teisendame iilesandes antud murru uurimiseks sobivale kujule
2012+a 2010+a+2 2010 1

a+2 a+2  a+2
Viimasest on selge, et algse murru viirtus on tiisarv siis, kui 2010:(a+2).

Et 2010=2-3-5-67, siis on a+2 Vvoimalikud vaartused: +2 (-2 muidugi

ei sobi aga see
pole a+2 | -10 | 15| -15| 30 | -30 | 67 | -67 hetkel

a -12 113 | -17 ] 28 | -32 | 65 | -69 oluline);
+ 3; +5;

+6(2-3); +10; +15; ... ; +£2010.
Vastavalt lilesande tingimustele on a kahekohaline tdisarv, seega jddvad
voimalused

Niisiis on a voimalikud véirtused -69; -32; -27; -12; 13; 28; 65.
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3.

Lahendus 1. Seosest 2x +4y =1 avaldame x = %— 2y . Seega on vaja toes-

N 1 21
tada vorratus | — -2y | +y° > —.
2 20
Selle lihtsustamisel saame

1 1
S22y +4AyP Yyt >
4 yray Ty 20

5y2—2y+%20 5

25y? —10y+1>0
See vorratus aga kehtib, sest ruutliikme kordaja on positiivne (vastav
parabool avaneb iiles) ning diskriminant D = (— lO)2 -4.25-1=0.
Vordus kehtib, kui saadud ruutvdrratus kehtib vordusena, seega ainult juhul,

+
kui yzuzl,millest x=1—2y=l—2-1=i.
2-50 5 2 2 5 10

Lahendus 2. Teisendame lihtevdrratuse kujule (X2 + y2X22 + 42)2 2x+4y.
Tegemist Cauchy vorratusega konkreetsete vektorite (X;y) ja (2;4) korral

ning see kehtib. Cauchy vorratusest on teada, et vordusjuht leiab aset ainult
siis, kui need vektorid on kollineaarsed. Seega vordusjuhul leidub k, et
X =2k ja y=4k. Asetades need tingimused avaldisse 2x+4y =1 leiame,

et kzi,millest x:ija yzl.
20 10 5

Lahendus3. Teisendame ldahtevorratuse vasakut poolt jargmiselt:

(x—ijz +(y—1j2 —i—i+i-(2x+4y)=

5 100 25 10

1 jz 1\ 1
X—— | +|y—-—=| +—
10 5 20
Kuna reaalarvu ruut on mittenegatiivne, siis on viimasest kujust ilmne, et

vorratus X’ + Y2 22—10 kehtib. Vordus leiab aset ainult juhul, kui

1) 1Y’ 1 1
X—— | =0ja|y—=| =0 ehksiis, kui x=—ja y=—.
( 10) J (y 5} 10J y 5
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4. Vastus: r = 5.

Lahendus. Teeme abistava joonise.
Ruudu tipud tdhistame tdhtedega A, A,,
A, ja A, ning ringjoone keskpunkti tihe-
ga O. Moodustame joonisel niidatud
moel tdisnurksed kolmnurgad OBC ja
OA;D.
Kuna kool toetub kesknurgale 120°, siis
/BOC=60° ning tdisnurksest kolmnur-
gast OBC:

oC

cos60° = ,
OB

millest
OC =r-c0s60° = rt I
2 2
kus tdhega r on tdhistatud ringjoone raadius.

Téisnurksest kolmnurgast OA3;D vastavalt Pythagorase teoreemile:
2 2 2
|A,D|” +|OD|" =|A0|",
millest ruudu kiilje pikkuse téhistamisel tihega a saame

3] () =+

Lihtsustame ruudu kiiljepikkust asendamata.
2 2

a?tar+ 4+ & 2 -4

4 4

3r> —4ar-5a%*=0

Et r>a, siis
._da+V16a’+60a” _da+a76 _4+2V19 1942
6 6 6 3

Asendame a=+19-2.
(Vi9+2)(vig-2) 19-4

3 3
Ringjoone raadius r =5.

5




Eesti koolinoorte LVIII tappisteaduste oliimpiaad
MATEMAATIKA KOOLIVOOR
Tallinnas, 24. novembril 2010.a.
Xl klass
LAHENDUSED JA HINDAMINE

. Vastus: a) jah; b) ei.

Lahendus.
a) Niitame, et see on voimalik. Sobilik paigutus ringjoonel voib olla jarg-
mine:

Mooy N M
b) Igal peolisel on kaks naabrit. Paneme iga peolise jaoks kirja tema naabrid,
saame kokku 48 kirjet. Et kellelgi ei oleks naabriks kaht neidu, peab igal
neist vihemalt iiks naaber olema noormees. Jéarelikult 48 kirje hulgas on
vahemalt 24 noormees. Teiselt poolt, iga noormees on naabriks tépselt
kahele peolisele, nii et noormehi peab kirjete hulgas olema tilimalt 22. Saime
vastuolu. Sellist ringi moodustada ei saa.
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LAHENDUSED JA HINDAMINE

HINDAMINE

. Ringjoone keskpunkti leidmise eest

Tousude avaldamise ja ristseisu kasutamise eest
Vorrandisiisteemi moodustamise ees

Lahenduse tehnilise 16puleviimise ja eest

X1 klass

. Murru teisendamise ja tihelepaneku, et 2010 jagub teguriga a + 2, eest 3p
Ulesande tehnilise 16puleviimise eest kokku (iga lahendipaari eest 1p) 4p

Markus. Kui dpilane jdtab vilja negatiivsed lahendid, siis panna

tilejadnus oige lahenduse eest 5p.

. Lahendus 1
Uhele muutujale iilemineku eest

Vorratuse kujule 25y° —10y +1> 0 viimise eest

Selgituse, et vorratus 25y* —10y +1> 0 on tdene, eest
Vorduse selgituse eest

. Korrektse abijoonise eest

Ringjoone keskpunkti ja kodlu vahelise kauguse leidmise eest
Ringjoone raadiust ja ruudu kiilge siduva kolmnurga leidmise
ja Pythagorase teoreemi rakendamise eest

Lahenduse tehnilise 1opuleviimise eest

Markus. Joonisel on sobivaid kolmnurkade paare rohkem.

Iga lahenduseni viiv kolmnurkade paar sobib.

. Osa a) dige vastuse eest

Osa a) sobiliku paigutuse joonise voi kirjelduse eest

Osa b) kirjete arvu 48 eest

Osa b) noormeeste kirjete arvu 24 eest

Osa b) maksimaalse naabriks olevate noormeeste arvu eest
Osa b) dige vastuse eest

Mairkus. Kui dpilane esitab vastused ilma pdhjenduseta, siis anda

1 punkt vaid juhul, kui diged on mdlema osa vastused.

P



